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Résumé

Lalogique des variations propositionnelles a été étudiée
dans un article précédent. Ce formalisme est issu d’une no-
tation issue du raisonnement a partir de cas (RaPC), avec
I’ajout d’une sémantique. Cet article développe cette étude
avec I’objectif de formaliser aI’aide de cette logique la notion
de regles d’adaptation en RaPC et leur utilisation.

Abstract

The logic of propositional variations was studied in a
previous article. This formalism is based on a notation
derived from case-based reasoning (CBR), with the addition
of a semantics. This article develops this study with the aim
of using this logic to formalize the notion of adaptation rules
in CBR and their use.

1 Introduction

Le raisonnement a partir de cas (RaPC [12]) consiste a
résoudre un probléme en s’appuyant sur une base de cas,
ol un cas est la représentation d’un épisode de résolution
de probleme. Le modele de processus du RaPC consiste
généralement, étant donné un probléme cible (probleme a
résoudre) en la sélection dans la base de cas d’un (parfois de
plusieurs) cas jugé(s) similaire(s) au probléme cible (étape
de remémoration) et dans la modification de ce (ou ces)
cas dans I’optique de la résolution du probléeme cible (étape
d’adaptation).

*Les auteurs tiennent a remercier Tiago de Lima qui leur a conseillé
des lectures sur les logiques dynamiques qui ont des liens avec la logique
des variations propositionnelles, ainsi que cela est mis en évidence dans la
section 5.2 de cet article. Ils veulent également exprimer leur gratitude en-
vers Pierre Marquis pour ses conseils judicieux. Que leurs chemins soient
pavés de fleurs de cerisiers. Les auteurs tiennent également a remercier les
relecteurs de cet article pour leurs remarques.

L’adaptation peut s’appuyer sur des régles d’adaptation
indiquant comment une variation entre problémes peut se
répercuter en variations entre solutions. Des notations ont
été introduites pour coder ces variations, en vue de proces-
sus d’apprentissages de connaissances d’adaptation (voir,
par exemple, [4]). Ces notations ont été dotées d’une sé-
mantique pour obtenir une logique, qui a été étudiée, pour
elle-méme, dans [7].

Lobjectif de cet article est d’étudier des liens entre cette
logique et 1’adaptation en RaPC, avec 1’idée que les no-
tions relatives aux variations (et aux différences, et aux
(dis)similarités), fréquemment utilisées dans ce domaine,
puissent étre représentées explicitement, i.e. qu’on puisse
les coder et raisonner avec. Plus particulierement, elle per-
met d’étudier la représentation de régles d’adaptation.

La section 2 décrit la logique des variations proposition-
nelles (et résume ainsi [7]) et les notations et notions géné-
rales relatives au RaPC. Quelques études sur cette logique
se sont avérées nécessaires pour 1’étude de son application
au RaPC : elles sont introduites dans la section 3. La sec-
tion 4 étudie comment les logiques de variations peuvent
étre utilisées pour représenter des connaissances d’adap-
tation. La section 5 présente une discussion en lien avec
d’autres travaux.

Les preuves complétes des résultats de cet article se
trouvent dans le rapport [8], version étendue de cet article.

2 Préliminaires

Ces préliminaires sont en deux parties : ’une concerne
la logique (AL®P, =), 'autre, le RaPC.



2.1 Lalogique des variations propositionnelles

Cette section reprend les points principaux sur la logique
des variations propositionnelles (A L%, [=) introduite et dé-
crite dans [7].

Lalogique propositionnelle finie (L%, ) estlalogique
de base sur laquelle va étre définie (ALP, ).

On se donne un ensemble fini de symboles V : un élément
de V est appelé variable propositionnelle (ou simplement
variable). Une formule de (L%, =) est soit une variable pro-
positionnelle, soit d’une des formes suivantes : =8, f; A B2
etP VP2, ou P, P et Py sont des formules propositionnelles.
On utilisera les abréviations usuelles suivantes (ol euad se
lit « est une abréviation de », avec a, une variable choisie
arbitrairement et By, € LP) :

T euad a vV —a 1 euad a N\ —a

B1 — P2 euad =1 V P2

Un littéral de (LP, ) est une formule de la forme a ou
de la forme —a (a € V). Un cube de cette logique est une
conjonction de littéraux dans laquelle une variable n’appa-
rait au plus qu’une fois. Un cube est complet si toutes les
variables apparaissent dans ce cube.

L’ensemble des variables ayant des occurrences dans o €
LP estnoté V(a).

On définit la sémantique en théorie des modeles comme
suit. Une inferprétation dans la logique propositionnelle est
une fonction 7 : V — {0, 1} ou {0, 1} est ’ensemble des
booléens. On note Q I’ensemble des interprétations. Soit
I € Qeta e LP. On définit la relation « J satisfait o »
(I E o, i.e. I estun modele de o) de la fagon suivante :

— 71 Easit(a) =1 pour une variable a;

— T E-asit Foapourae LP;

— T EuyAwsil Fajet] Eoppourog,o € LP;

— T EFoyyVogsid Fojoud Eappourar,o € LP.

L’ensemble des modeles de o est noté M (o). Si B est un
ensemble fini de formules, M (8B) est Iintersection des
M (o) pour o € B, ce qui permet d’assimiler B a la
conjonction A B de ses éléments. On définit alors la re-
lation B = B (B entraine B) par M(B) € M (P) et la
relation o =g B par B U {a} | B. Une formule o est sa-
tisfiable si M (o) # 0 (on le notera souvent o [~ L dans
I’article). Enfin, avec o, p € LP, o = p si M (o) = M (B).

La syntaxe de la logique (ALP, ) differe 1égerement
de celle qui était donnée dans [7], au sens ou certains
constructeurs dans cet article sont ici des abréviations et
inversement. Une formule ¢ € ALP est une expression
d’une des formes suivantes : o > B (ce qu'on peut lire
« ovdevient B »), =, Yy A ety Vg, ot o, p € LP et
U, € ALP.

On utilisera les abréviations suivantes :

Taeuad T>T

W1 — Yo euad —gry V g

ot euad o v o o=

1aeuad 1> 1

euad —o > —a

ot euad —o > o o euad o> o

P

of euad o=tV o0 o euad o V o

o®® euad o0 v o o® euad ot Vv o

o®® euad o0 v o

ot euad ot V o
Quand le contexte ne sera pas ambigu, T et Lp seront
notés simplement T et L. On note Dy = {=1,=0,+,-} et
ses éléments sont appelés symboles de variations primitifs.
L’ensemble D; = {=,#, O, 1o, 0,01} est celui des sym-
boles de variation non primitifs. D = Dy U D est donc
I’ensemble des symboles de variations.

Un littéral de (ALP, ) est une formule de la forme a”
oua € Vetv e D. Un cube de cette logique est une
conjonction de littéraux dans laquelle une variable n’appa-
rait au plus qu'une fois. Un cube est primitif si tous les
symboles de variation qui y apparaissent sont primitifs. Un
cube est complet s’il est primitif et si toutes les variables
apparaissent dans ce cube.

Pour ¢ € ALP, x € V eta € LP, plx\a] est le
résultat de la substitution de x par o dans ¢. L’ensemble
des variables ayant des occurrences dans ¢ est noté V (¢).
La taille de ¢, notée |¢|, est le nombre d’occurrences de
connecteurs qu’elle contient.

Sémantique de (ALP, ). Soit AQ = QxQ. Un élément
(7, 9) de AQ est appelé interprétation (pour cette logique)
et sera noté simplement 7.7 . Pour ¢ € ALP, la relation
I 9 E ¢ est définie comme suit :

— ITJ EFoarPsid FaetJ EP.

— 1T E~ysilJ Ey.

— ITEWANSiTIT EyretlT Eyo.

— ITEWVsilg Eyirould E .
On définit alors M (¢) = {I J € AQ | I J E ¢}. On note
en particulier que M (o> B) = M (o) X M (B). On définit
les notions de satisfiabilité, de conséquence logique (=) et
d’équivalence logique (=) de la méme facon qu’en logique
propositionnelle.

Pour ¢ € ALP, on notera G(¢) et D(¢) des formules
propositionnelles (uniques a I’équivalence logique pres)
telles que

M(G(p) ={1 | 1T e M(p)}
M(D(p) ={T | 1T € M(¢)}

En particulier, pour o, p € LP, G(a> p) = et D(a > B) =
B (G comme « gauche », D comme « droite »).



Quelques résultats. Les points suivants résument et com-
pletent certains résultats de [7] :

— Tout sous-ensemble A de AQ est représentable dans
la logique : il existe ¢ € ALP telle que M (¢) = A.

— On a la plupart des résultats classiques de la logique
propositionnelle : théoréme de la déduction, lois de
De Morgan, formes normales conjonctives et disjonc-
tives, etc.

— Toute formule ¢ peut se mettre sous la forme d’une
formule obtenue a partir d’une formule de logique
propositionnelle, en substituant a ses variables des
formules de la forme a” ot a € V etv € Dy. Par
exemple :

aNbs—-arc = a ADBTVDE)A(TV Y

— En particulier, on peut écrire toute formule de
(ALP, E) sous forme normale disjonctive (FND),
i.e. sous la forme de disjonction de cubes.

— On ala propriété de distributivité de » sur A (modulo
I’équivalence) :

(a1 Aog) > B = (o »B) A (a2 > B)
o> (B AR2) = (arBr) A (o> B2)

pour o, o, 0, B, P1,P2 € LP. On a également la
distributivité de > sur V.

— Pour a € V, soit €(a) et m(a) deux littéraux
construits sur a (£(a),m(a) € {a,—a}).Ona:

A t@s A\ m@ = )\ t@>ma 1)

aeV aeV aeV

et chaque €(a) > m(a) peut s’écrire a” ou v € Dy.

— On peut définir un systeme formel correct et complet
pour (ALP, ).

— Le probleme de décision B = ¢ est NP-complet et
plusieurs approches pour I’'implanter ont été envisa-
gées.

— On a le résultat suivant (avec ¢, ¥ € ALP):

D(¢ V) =D(¢) vD(¥) 2

— Pour ¢ € ALP, on peut définir facilement ¢~ €
ALP telle que 7.9 | ¢! ssi T E ¢ (il suffit
d’inverser les parametres de »).

2.2 Rappels sur le raisonnement a partir de cas

Généralités. Le RaPC est un type de raisonnement s’ ap-
puyant sur une base de cas oul un cas est une représentation
d’un épisode de résolution de probleme.

Un domaine d’application pour le RaPC est donné par un
triplet (P, S, ~») ol P et S sont des ensembles et > est
une relation binaire sur £ X S. Un élément de x est appelé
probléme, un élément de y, solution et x ~» y se lit « x a
pour solution y ».

En général, la relation ~» n’est pas connue du systeéme
de RaPC dont I’objectif est de construire une hypothése de
solution y<iP1¢ A un probléme donné, le probléme cible,
noté x<ible,

On considere souvent (et cela sera le cas dans cet article)
qu’un cas est donné par un couple (X,y) € PXSoux w» y:
larelation ~» est connue pour un ensemble fini qui constitue
la base de cas. On note (x°,y*) un élément de la base de
cas et on 1’appelle cas source (x* est un probléme source).

Le processus de RaPC le plus courant consiste en une
étape de remémoration (sélection de k éléments de la base
de cas jugés similaires au probléme cible) et d’adaptation
(réutilisation des cas remémorés pour résoudre x¢iPle)
Dans cet article, ne seront considérés que des processus
de remémoration et d’adaptation simples, i.e. k = 1. Pour
I’adaptation, cela signifie qu’un probléme d’adaptation sera
donné par un cas source et un probleme cible : on le notera
((XS, ys)’ Xcible).

L’approche de 1’adaptation considérée dans cet article,
parfois appelée adaptation transformationnelle (voir [2])
vise a résoudre le probleéme d’adaptation en le lisant sous
la forme « La solution cherchée, y<itle est a y* ce que
x“1ble et 3 x*. » On peut I’interpréter ainsi : des variations
entre les problémes x° et x“1P1¢ notées Ax, on infere des
variations entre la solution y* et I’inconnue y<iPe notée
Ay, puis, on infere y©P1e i partir de y* et Ay.

Modele de connaissances du RaPC. On considere gé-
néralement qu’une base de connaissances d’un systeme
de RaPC est constitué de quatre « conteneurs de connais-
sances » : la base de cas BC, les connaissances du domaine
CD, les connaissances de remémoration CR et les connais-
sances d’adaptation CA [11]. BC et CA ont été évoqués ci-
dessus. CR est souvent représenté par une mesure de simila-
rité ou une distance entre problemes. CD peut étre vu comme
une conjonction de contraintes d’intégrité qui donnent des
conditions nécessaires pour qu’un cas soit licite (exemple
en cuisine : « Les salsifis, c’est pas bon 1. »). Les inférences
dans le formalisme représentant les cas se feront en général
sur la base de ces connaissances du domaine (on utilisera
la relation ¢, plutot que simplement ).

Représentation des cas en logique propositionnelle.
Pour certaines applications, on peut représenter les cas
dans (LP, ) : on considére un partitionnement de V en
{Vp,Vs} et un probléme x (resp. une solution y) sera re-
présenté(e) par une formule dont les variables appartiennent
a Vp (resp. a Vs). Un cas source (x°,y*) sera représenté
par la conjonction x* A y¥(2).

1. Cette connaissance du domaine, quelque peu subjective, nous a été
fournie par une des sceurs d’un des auteurs.

2. Parfois, comme on le verra pour I’exemple suivi, le partitionnement
entre variables problemes et variables solutions se fait une fois le probléeme
d’adaptation spécifié : connaissant x**P1e et le cas source c*, on détermine



Dans beaucoup d’applications, les cas sources et le pro-
bléme cible sont considérés comme spécifiques, i.e. is-
sus d’une expérience particuliere completement instanciée.
Dans ce cas, pour un cas source (x°,y*) et un probleme
cible x“1P1¢ les problemes x* et x“1P1¢ peuvent s’écrire
sous la forme A ,cqy, £(a) et la solution y* sous la forme
Nacvg (@), ou £(a) € {a,—a}. La formule x* A y* est
alors un cube complet et donc |M (x* A y*)| = 1.

L’apprentissage de connaissances d’adaptation.
L adaptation peut s’appuyer sur des connaissances d’adap-
tation. Ces connaissances peuvent étre acquises aupres
d’un expert (voir p. ex. [5]). Elles peuvent étre aussi
apprises a partir de la base de cas, selon le principe
appelé difference heuristics dans [10] et défini initialement
dans [9]. Ce principe s’inscrit dans le cadre de 1’adaptation
transformationnelle : étant donné deux cas sources diffé-
rents (x,y") et (x/,y/), on construit les variations Ax*/ de
x' ax/ et Ay'/ dey’ ay/. L apprentissage de connaissances
d’adaptation utilise un ensemble de couples (Ax'/, Ay*/) et
permet de construire un modele d’une fonction Ax — Ay,
qui permet, a partir d’une variation entre problémes
d’obtenir une variation entre solution, ce qui est utile pour
un processus d’adaptation transformationnelle.

Des travaux dans ce cadre se sont appuyés sur une nota-
tion a¥, ol a est un attribut d’un probléme ou d’une solution
et v représente une relation entre valeurs du domaine de cet
attribut. Cette notation permet de coder ces variations, dans
une optique d’apprentissage de regles d’adaptation, utili-
sant des techniques telles que I’extraction de motifs fermés
fréquents [4]. Par exemple, age®iouter(®) indique une va-
riation de 5 pour Iattribut age. Le résultat d’une extraction
de motifs fermés fréquents avec des Ax"/ et des Ay"/ est un
ensemble de motifs, chaque motif étant un ensemble d’ex-
pressions a”. En se limitant a des attributs booléens, les a”
correspondaient dans ce travail a ceux de la section 2.1 :
c’est ce travail qui a d’ailleurs motivé au départ I’étude de
la logique (ALP, ).

Plus précisément, si les cas sources sont supposés spé-
cifiques, d’aprés le résultat (1), on peut écrire Ax"/ et
Ay" sous les formes Naevp a'(@ et Naevs a’ @ ou
v(a) € Dy. Un algorithme de recherche de motifs fréquents
permettra alors de calculer des motifs M, ensemble d’élé-
ments de la forme a", motifs qui peuvent étre interprétés en
régles d’adaptation.

3 Nouveaux résultats sur (ALP, E)

Cette section introduit et étudie des notions relatives a
la logique (ALP, ) utiles pour la suite de ’article et qui
étaient peu ou pas introduits dans [7].

Vp et Vs pour décomposer c® en x*¥ A y*.

3.1 Résultats généraux

Le premier résultat énonce le fait que seules les variables
apparaissant dans une formule de (ALP, ) ont une in-
fluence dans les inférences déductives (ce qui peut sembler
une évidence mais mérite peut-€tre d’€tre énoncé) :

si 191, 19 € AQ vérifient
Ii(x) = (x) et Ji(x) = Jo(x) pourx € V(p)
alors 11 J1 E e ssihh E o (3)

pour ¢ € ALP.Lapreuve de ce résultat se fait par induction
structurelle.

Le résultat (2) ne se généralise pas en remplagant V par
A. Cependant, on a le résultat suivant :

si g, € ALP vérifient V(o) NV (y) =0
alors G(p A Y) = G(p) A G(¥)
et D(¢ Ay) =D(p) AD(W) “

Preuve. La preuve ne sera faite que pour I'opérateur D (elle
se transpose immédiatement pour 1’opérateur G). Soit J €
M (D(p Ay)). llexistedonc I € Qtelleque 7. E @Ay
Donc, il existe 7 € Q telle que 7.7 = ¢. Donc J = D(¢).
Le méme raisonnement conduit 2 J E D(¢). Donc J |
D(¢) A D(y). Par conséquent, D(¢ A ) = D(¢) A D(y).

Pour ce sens direct, I’hypotheése V (@) NV () = 0 n’était
pas utile. Elle I’est pour la réciproque.

Supposons que J = D(¢) A D(¢). Par conséquent, il
existe 71 € Qtelle que 717 | ¢. De méme, il existe I, € Q
telle que 1, J E ¢. Comme V(p) N V(¥) = 0 on peut
définir 7 € Q par

Li(x) sixeV(p)
I(x)=1hL(x) sixe V) (pour tout x € V)
1 sinon

D’apres le résultat (3), 1.9 E ¢ entraine 7 J | ¢ (puisque
pour x € V(¢), I1(x) = I(x) et, évidemment, J (x) =
J (x)). De la méme fagon, on prouve que 7 J E . Donc,
I9 E ¢ Ay et, par conséquent, J = D(¢ A ). On en
déduit que D(p) A D(¥) E D(¢ A ¢) ce qui conclut la
preuve. [ ]

3.2 Caractérisation alternative de 8 = ¢

La relation |= entre une base de connaissances 8 et une
formule ¢ de la logique des variations propositionnelles
peut étre redéfinie en s’appuyant sur quatre « valeurs de
vérité » sur les variations, données par les éléments de Dy =
{=1,=0,+,-}.

Soit AQ,; ’ensemble des fonctions w : V — Dy. On
définit la relation =4 entre w € AQ et ¢ € ALP par:

whaesi [\ a@ kg

aeV



On note alors My (¢) = {w € AQu | w Eaw ¢}
Par exemple, si V = {a,b}, My (&= AD*) = {w),wr}
ol wi(a) = =1, wy(a) = =0 et wi(b) = wr(b) = +.
Pour une base de connaissances B, on notera M (B) =
Nges Mai (¢). On définit alors la relation |5,y entre une
base de connaissances 8 et une formule ¢ par B =y ¢ si
Malt (B) c Malt (90)

Cette relation =,y ne définit pas une nouvelle sémantique
de la logique des variations comme le montre la proposition
ci-dessous ; elle permet juste une caractérisation alternative
de cette sémantique.

Proposition 1. Pour toute base de connaissances B de
(ALP,E) et toute p € ALP, B o ¢ ssi B E .

Preuve. A 7. € AQ, on associe wr 7 € AQy de la fagon
suivante, pour a € V

=1 sif(a)=J(a)=1

=0 sif(a)=FJ(a)=0
sif(a)=0et J(a)=1

- sif(a)=1letJ(a)=0

wrg(a) =

La fonction 7 J € AQ — wr g € AQy est une bijection
dont la fonction inverse est définie ainsi : 4 w € AQ, elle
associe 7 J € AQ définie ainsi, poura € V :

@)= {@ si w(a) € (=0,+}
1 sinon
Jf(a)={? Siwla) € {=0,}
S1non

(on montre que c’est une bijection en utilisant le fait que
|AQqi| = |AQ| = 4!V et en vérifiant que, pour w € AQy,
eny associant 7 J comme ci-dessus, on a wr g = w).

On montre ensuite que pour 7 J € AQetp € ALP on
alJ Eessiwrg Fa .

Enfin, pour une base de connaissances B ety € ALP, on
montre que B | ¢ ssi B =y ¢ en s’appuyant sur la bijec-
tion introduite ci-dessus et 1’équivalence entre satisfaction
dans AQ et dans AQ,y;. [ ]

3.3 Variables invariantes d’une formule de variations

Soit ¢ € ALP, on s’intéresse (et ce sera justifié par la
suite) aux variables a dont le changement laisse ¢ inchan-
gée. On va définir Inv(¢) en s’appuyant sur la définition al-
ternative de la sémantique présentée a la section précédente.
L'idée est que a € Inv(yp) signifie que la valeur d’w(a) n’in-
flue pas sur la satisfaction de ¢ par w. Formellement, cela
mene a la définition suivante :

Définition 1. Pour w € AQuy, a € V et v € Dy, on définit
wla’] € AQgy par

U.)[Clv]IXE(VI—){V stx=a

w(x) sinon

Pour ¢ € ALP, ’ensemble des variables invariantes de
© est

Inv(p) = {a eV

pour toute w € My ()
et tout v € Do, wla”] Ear ¢

Par exemple,

siV={a,b,cyeto=(a"Ab)V (a* Ab*)V (a* AD)
alors Inv(p) = {b, c} (5)

Cette notion est indépendante de la syntaxe : si ¢ = ¢
alors Inv(¢) = Inv(y). On montre, en s’appuyant sur (3)
que si une variable x n’apparait pas dans ¢ alors elle est
invariante. Donc :

V\V(p) Clnv(p) €V (6)

Comme le montre I’exemple (5), une variable apparais-
sant dans ¢ peut trés bien étre invariante pour .

Le cas particulier de la proposition suivante est utile dans
la suite de I’article.

Proposition 2. Si ¢ est un cube de (ALP,[E) alors
Inv(¢) = V\ V().

Preuve. Comme Inv(p) 2 V \ V(p) (cf. (6)), il suffit
de montrer que si a € Inv(yp) alors a ¢ V (), ce quon
va montrer par contraposée. Soit a € V(¢). Soit v € D
tel que a” est ’atome de ¢ ayant a comme variable. Soit
vo € Dy tel que a* = aV (si v est un symbole de variation
primitif, vo = v, sinon, il y a plusieurs choix possibles
pour vq, p. ex., si v = # alors on peut choisir vop = + ou
vo = -). Soit w € Dy \ {vo}. On a donc p[a*] E a"
et o[a"] [ a™ (puisque, par hypothése sur les cubes,
une variable n’apparait qu’une seule fois dans un cube et
donc, les cubes sont satisfiables). Par conséquent, ¢ [a*°] #
wla”] etdonc a ¢ Inv(yp). [

3.4 Opérateur ceteris paribus

Considérons la formule a* : elle indique que a « passe »
de ® a 1, les autres variables étant libres de suivre
toutes les variations. Ainsi, si V = {a,b}, M (a*) =
{(ab, ab), (ab, ab), (ab, ab), (ab,ab)}. 11 apparait utile
dans certains cas d’exprimer par exemple que a « passe »
de 0 a 1, le reste des variables restant inchangées.
On va exprimer cela par une formule cp (a*) qui, sur
I’exemple avec deux variables, donnera M (cp (a*)) =
{(Ez, az), (ab,ab)} : dans les modeles de ces formules, b
reste a ® ou reste a 1 (Cp pour ceteris paribus), en d’autres
termes, cp (a*) | b=. Dans cet exemple, b est une variable
dont I’interprétation ne change pas I’interprétation de ¢ :
b € Inv(y).



Plus généralement, on cherche un opérateur cp tel que,
pour ¢,y € ALP, on ait

cp(e) Fo (7
pour toute x € Inv(g), cp (¢) E x~ 8)
si ¢ = ¢ alors cp (¢) = cp (¥) ©)

si ¢ est satisfiable alors cp (¢) I’est aussi (10)

On propose la définition suivante de cp et on prouve
ensuite qu’elle vérifie ces propriétés.

Définition 2. cp est la fonction de ALP dans lui-méme
définie, pour ¢ € ALP par

cp(¢) = ¢ A\ | x € Inv(p)}
Proposition 3. cp vérifie (7), (8), (9) et (10).

Preuve. (7), (8) et (9) découlent immédiatement de la
définition.

Pour (10), on le prouve de la facon suivante. Sup-
posons que ¢ soit satisfiable. Elle I’est donc aussi au
sens de la définition alternative de la sémantique et
dong, il existe w € AQyy telle que w [ . Soit ay,
as, .., ap telles que Inv(e) = {ai,as,...,ap}. Soit
o = wlai'1la3'] ... [a?,l]. On a, par définition de
Inv(¢), ' [Ea ¢. Par ailleurs, w’ |=a a?‘(l pour tout
ke {l,2,...,p}etdonc o’ Eua N{x7'|x € Inv(p)}.
Or, pour toute variable a, al E a°. Par conséquent,
W' Fac A{xT [ x € Inv(p)}. Done, w” [=a cp (¢) et donc,
cp (¢) est satisfiable. [

Une conséquence immédiate de la proposition 2 est la
suivante :

si ¢ est un cube alors cp (¢) = ¢ A /\ x> (1D
xeV\V(p)

Par ailleurs, les modeles de cp (T) sontles 7 7 pour I € Q.

Notons que cp est non monotone, dans le sens ol on peut
avoir ¢ | ¥ et cp () [~ cp (). Par exemple, a* |= T et
cp (a*) f cp (T).

Un probléme pratique se pose avec cet opérateur : pour
@ € ALP, |cp (¢)| esten O(|g| + n) et la manipulation de
formules longues prend du temps de calcul. Ce probleme
devient théorique si on étend le cadre logique a un ensemble
de variables infini : la définition de cp ci-dessus ne s’ap-
plique pas, les formules étant nécessairement de tailles fi-
nies. Une perspective pour pallier ce probleme serait 1’étude
d’une possible extension de la logique par un connecteur
cp (plutdt que par un opérateur).

Il apparait parfois utile de restreindre le ceteris paribus
a un ensemble prédéfini de variables, d’ol la définition
suivante.

Définition 3. Soit W C V et ¢ € ALP. Le ceteris paribus
de @ restreint a I’ensemble de variables ‘W est :

ooy (9) =@ A [\ {7 | x € Inv(p) N W}

Et on a, évidemment, cp,, (¢) = cp (¢).

3.5 Composition des variations

La composition sur (ALP, |=) a été introduite dans [7]
mais peu étudiée. Comme une formule ¢ € ALP repré-
sente un sous-ensemble M (¢) de AQ = Q X Q, on peut
la considérer comme une représentation d’une relation bi-
naire sur Q. Les relations binaires sur un ensemble peuvent
se composer et la composition des formules de variations
correspond a la composition entre relations binaires.

Plus formellement, soit ¢, y € ALP. La composition de
@ ety est une formule ¢ ; Y définie a la syntaxe pres par

M(go;z//):{]’?(eAQ

il existe J € Q telle que}
IT FeetJKEY

Le résultat suivant est une conséquence directe de 1’as-
sociativité de la composition de relations binaires :

pour o, x EALP. (¢ ¥) s x=¢ ;5 (5 x)

Cela permet d’omettre des parenthéses dans les composi-
tions.

La recherche d’une formule équivalente a ¢ ; ¢ va étre
étudiée via les propositions ci-dessous.

On commence par le cas particulier ol les formules a
composer sont de la forme o > .

Proposition 4. Soit o, B, vy, € LP.Ona:

1 SIBAYE L
ar>d

(o> P) 5 (Y>5)E{

sinon

On s’intéresse ensuite aux liens entre composition et dis-
jonction :

Proposition 5. Soit ¢, o1, 02, ¥, 1,42 € ALP. On a les
équivalences suivantes :

12)
3)

¢; Wi V) =(e; )V (e; )
(1 V) w=(p1;¢)V(e2;¥)

Définition 4. On introduit deux symboles de variations
supplémentaires Lq et Tq tels que, pour tout o« € LP,
alfP =1pl=lpeta™ =T»T=Ty

A un cube ¢ de (ALP, =) on associe var(x, ) € D U
{Top} de la fagon suivante :

Tp six ¢ V(p)
var(x, ¢) = :
v si xV est un des termes de ¢
La proposition suivante permet de calculer la composi-
tion de deux atomes de (ALP, =) construits sur la méme
variable.

Proposition 6. Il existe une opération binaire ; sur
DU {Lp, Tp} telle que pour une variable a, on a

a’ ; av¥ =avv.



Principe de la preuve. A chaque symbole de variation v
on associe AV, une matrice 2 X 2 de booléens telle que les
lignes et les colonnes sont indexées par (i, j) € {0, 1} et
tel que AV = [Al.vj]l- ; est défini comme suit (ol a est une
variable arbitraire et 7 J € AQ) :

e 1 sitg ke
I(a)J(a) ® sinon
0 0O 0 1 0 1
insi 1o = t = =
Ainsi, A (® 0),A (® ®) et A (1 0).

On montre ensuite que, pour v,w € D U {Lgp, Tp}, le
produit des matrices AY X A" (ou la somme et le produit
correspondent aux ou et au et sur les booléens) donne une
matrice A ouu € DU{Lyp, Tp} (etonnoterau =v ; w).

Il reste a montrer que le produit des matrices correspond
bien a une composition au sens ou, poura € V,a" ; a" =
a”*». Pour ce faire, un programme Python a été développé
pour automatiser le calcul d’une table de composition. m

Cela permet alors de calculer la composition de cubes :

Proposition 7. Soit ¢ et , deux cubes de (ALP, ). On
a:

QY= /\ avar(a,cp);var(a,t//) (14)

acV

Pour composer deux cubes, on applique la proposition 7
et on simplifie en se rappelant que x™® = T et x*?2 = 1.
Par exemple, si I’ensemble des variables est {a, b, c,d, e}
alors

A AN s a A Ad
AOADPACOANd A E™

aO A Adt

(en s’appuyant sur une table de composition sur D dispo-
nible dans [8]).

De facon générale, une fagon d’avoir une expression syn-
taxique pour ¢ ; Y consiste a mettre ces deux formules de
(ALP, E) sous FND puis a appliquer les équivalences de
la proposition 5 tant que c’est possible pour enfin appli-
quer la proposition 7 et se débarrasser completement du
symbole ;.

4 Représenter des regles d’adaptation

Cette section vise de facon générale a formaliser dans
(ALP, =) ce qu'est une reégle d’adaptation et comment
raisonner avec.

4.1 Introduction d’un exemple

On considére un exemple dans le domaine culinaire : un
probléme représente une requéte de recette et une solution,

une recette. On suppose que les problemes et les solutions
s’expriment en logique propositionnelle. Dans cet exemple,
on suppose que I’ensemble des connaissances du domaine
est vide : CD = T. Le probléme d’adaptation est (c®, x¢P1¢)
ol
— ¢* est le cas source correspondant a une recette de
salade, avec de la batavia, du magret de canard, des
tomates, de 1’huile d’olive et du vinaigre :

¢’ = rSalade A iBatavia A iMagret A iTomate

A iHuileDOlive A iVinaigre A rien d’autre

ou rSalade se lit « recette de salade », iMachin,
« recette avec 1’ingrédient machin » et rien d’autre
est une notation pour la conjonction des littéraux né-
gatifs —a tels que a ne peut étre déduit du début
de la formule : o A rien d’autre = o A \{—a | a €
V et o [rp a}. Enparticulier, ¢® =, —1411. Notons
que c® est un cube complet.

x“1ble egt Je probleme cible « Je veux une recette de
salade avec des tomates, du jus de citron, mais pas
d’ail. » :

xiPle = rSalade A iTomate A iJusCitron A —iAil
La connaissance du probléeme d’adaptation
(c*,x1P1¢) permet de partitionner V en {Vp,Vs} :
Vp = {rSalade, iTomate, iJusCitron, iAil} (variables
de x°P1e) et Vg = V \ Vp. Par conséquent, c* s écrit
c® =x% Ay® avec

N

rSalade A iTomate A —iJusCitron A —iAil

y* = iBatavia A iMagret A iHuileDOlive

A iVinaigre A ...

(les points de suspension correspondant a la conjonction
des littéraux —a ot a € Vs et a n’est pas un littéral positif
de y*).

On considere également un motif M obtenu par un sys-
teéme d’extraction de motifs (p. ex., de motifs fermés fré-
quents) pour 1’acquisition de connaissances d’adaptation.
Un tel motif contient un ensemble fini d’atomes a" indi-
quant des variations « simultanées » entre cas et s’inter-
prete par la conjonction ¢ de ces éléments. ¢ peut s’écrire
comme un cube de (ALP, ) : si plusieurs atomes a', a*2,
... construits sur la méme variable a apparaissent dans ¢, on
peut montrer qu’ils peuvent étre remplacés par un seul a”.
Dans cet exemple, on va considérer la formule suivante :

¢ = rSalade™! A iVinaigre™ A iJusCitron* A iSel*

Le motif M dont est issu ¢ traduit le fait qu’on a ob-
servé un nombre suffisant de couples de recettes de salades
avec du vinaigre dans la premiére mais pas dans la se-
conde, et du jus de citron et du sel dans la seconde mais
pas dans la premiere. Par conséquent, si on considere que ¢



est une regle d’adaptation, alors, on va considérer 1’appli-
cabilité et I’application de ¢ sur un probleme d’adaptation
((X‘Y ys) Xcible).

4.2 Représenter une regle d’adaptation

Une régle d’adaptation est définie comme étant un couple
R =(¢,C) ot ¢ € ALP et Cest un réel positif appelé coiit
de R.

Que signifie que R est applicable sur un probleme
d’adaptation ((x*,y*),x°*P1€) et comment définir le ré-
sultat de cette application? Pour répondre a cette ques-
tion, on va s’appuyer sur une fonction qui a (o, ¢,Y) €
LP XALP x LP associe appl(a, ¢,y) € LP, I'applica-
tion sur o de ¢ sous contrainte y, fonction qui va étre définie
et étudiée dans la section 4.3. Comme les cas sources et le
probléme cible doivent étre considérés avec les connais-
sances du domaine CD, on calculera la formule suivante :

B = appl(CD A x* A ¥°, @, CD A x°1P1e) (15)

Si B E L alors on dira que R n’est pas applicable sur
le probleme d’adaptation. Sinon, ce résultat s’écrira p =
CD AxCible pycible o yeible serg Ja solution proposée pour
x“ible par application de R sur le probléme d’adaptation.

Le RaPC est généralement hypothétique et 1’adaptation
ne constitue pas nécessairement une solution correcte au
probléme cible. Ainsi, une régle d’adaptation R = (¢, C)
peut produire une telle solution incorrecte. Pour choisir
entre plusieurs regles d’adaptation, on utilise C : le coft
associé a cette regle est indicatif de la qualité de R. Plus
C est élevé, moins la confiance en I’application de la regle
sera grande; on pourrait, par exemple, associer C a une
mesure de la probabilité P que la régle donnera un résultat
correct par C = —log P (sous des hypotheses de distribution
données).

4.3 Appliquer une formule des variations sur une for-
mule propositionnelle

Cette section vise a définir une notion d’application d’une
formule ¢ € ALP sur une formule « € LP, en présence
d’une contrainte y sur le résultat.

On va noter appl(o, ¢, y) I'application sur o de ¢ sous
contrainte y. Pour arriver a sa définition, on s’intéressera
d’abord a la transformation de o par ¢ sous contrainte y, une
formule transf(o, ¢, y) € ALP dont le résultat (la partie
droite) sera appl(a, ¢, y) = D(transf(o, ¢, Y)).

On propose les trois conditions suivantes sur 7.7 € AQ
pourque 7 J Etransf(a, ¢,v): 7 Eo, 7. J EFpetT Ev.
Ces trois conditions peuvent s’écrire en une seule :

IJ E(ary)Ap (16)

Cette condition est-elle suffisante? Considérons
I’exemple suivant : a =a A-bAc,p=a  Ab*ety=T.

Si (16) était une condition nécessaire et suffisante pour que
I 9 [ transf(a, ¢, v) alors appl(a, ¢, Y) serait équivalente
a D(¢) donc a —a A b. Donc, que o | ¢ ou que o E —¢
ne changerait pas I’application de ¢ sur «. Nous suppose-
rons au contraire que si une variable (dans cet exemple ¢)
est invariante dans ¢, sa valeur doit étre inchangée par la
transformation, d’ou I'utilisation du ceteris paribus (et la
justification a posteriori de son étude) : on supposera donc
que 7 .J [ cp(p). L’idée est que la formule ¢ représente
de fagon compacte une transformation et que quand elle
ne dit rien sur une variable x, celle-ci est inchangée par la
transformation : si x € Inv(y) et a = x (resp. o |= —x) alors,
avec B = appl(o, ¢, Y), P E x (resp. B = —x). On aboutit
ainsi a la définition suivante :

Définition 5. Pour ¢ € ALP et o,y € LP, on définit la
transformation d’o par ¢ sous contrainte Y ainsi :

transf(a, @, v) = (o> ) Acp ()

L’application de ¢ sur o sous contrainte Y est le résultat de
cette transformation :

appl(a, ¢, y) = D(transf(a, ¢, v))

On dira que ¢ est applicable sur o sous contrainte y
si appl(a, ¢,y) E L. Deux conditions nécessaires (mais
non suffisantes) d’applicabilité sont o A G(p) [ L et

D(p) Ay [E L.

Malgré I’usage du ceteris paribus, si a, ¢ et y contiennent
peu de variables (relativement a |V|) on peut calculer
appl(a, ¢, y) sans avoir a considérer toutes les variables,
comme la proposition suivante le montre :

Proposition 8. Soit o,y € LP et ¢ € ALP telles que ¢
peut s’ appliquer sur o sous contrainte y. Soit W = V (o) U
V(p)UV(y).Ona:

appl(e, ¢, v) = D((a> y) A cpay (¢))

Preuve. Soit B; = appl(a, ¢,y) = D((a > ) A cp (¢))
et B2 = D((a > v) A cpqy (¢)). On cherche a montrer que
B1 = Po.

Comme cp (¢) | cpqy (¢), on en déduit que By | P2
(en particulier parce que si ¢ | ¢’ alors D(y) E D(¥’)
pour toute y € ALP).

Montrons que By | By. Soit J € M (B,) : il reste donc
a montrer que J = Pi. Par définition de o, il existe 7 € Q
telle que 7. | (o > y) A cpqy (¢). Soit alors 77 € Q

I(x) sixeW

définie (pour x € V) par I'(x) = . . On
J(x) sinon

va montrer que 7’ J | (o> y) A cp (¢) ce qui impliquera
que J [ Bz. Pour cela, il suffit de montrer les assertions
suivantes :

AD) I'T Fary;



(A2) I'J E ¢
(A3) Pourtoute x € Inv(g), I’ T E x~.

Comme la seule différence entre 7 et 7’ concerne des va-
riables qui ne sont pas dans V(o) (puisque hors de W)
et que 7 E o, on adonc 7’ |= o. Comme J |= v, on a
donc (Al).

De la méme fagon, la seule différence entre 7 J et I’ J
concerne des variables qui ne sont pas dans V (¢) (puisque
horsde W)etque I J = ¢,onadonc I’ J | ¢,d’ou (A2).

Soit x € Inv(y). Pour montrer (A3), il suffit de montrer
que 7'(x) = J(x). Six ¢ W, par définition de 7', c’est
vérifié. Si x € W, on a donc x € Inv(¢) N W, donc
cpqy (@) | x~ (d’apres la définition 3). Comme 7 J |
cpqy (p) on a donc 7 J [ x7, ie. I(x) = J(x). Or,
I'(x) = I(x) puisque x € ‘W.On a donc I’ (x) = J (x),
ce qui permet de prouver (A3) et qui conclut la preuve. m

La proposition suivante permet de calculeren O (|V (o) |+
[V(p)| + |V (y)]) Iapplicabilité et I’application de ¢ sur o
dans le cas ou a et B sont des cubes et ¢ est un cube primitif.

Proposition 9. Soit o et Yy deux cubes de (LP,E) et
¢, un cube primitif de (ALP, ). Soit W = V(o) U
V(p) UV(y). On peut donc écrire oo = N, eqy €(a),
Y = Naew p(a), et ¢ = \yeqw m(a) > n(a) oi les €(a),
m(a), n(a) et p(a) appartiennent a {a, —a, T}. On a donc
a € V(o) ssi (a) # T, a € V(y) ssi p(a) # T et
a € V(¢)ssim(a) # T ou(defacon équivalente) n(a) + T
(puisque ¢ est un cube primitif).

Pour a € ‘W, on définit f(a) € {a,—a, L} de la facon
suivante. Si {(a) Am(a) E L, n(a) Ap(a) E Lou(f(a) A
p(a) E L et m(a) = n(a) = T) alors f(a) = L. Sinon,

(a) sil(a) # Tetm(a)=n(a)=T
fla)=13p(a) sit(a)=Tetm(a)=n(a)=T.
n(a) sinon
On a alors : appl(a, ¢, Y) = /\ f(a)

aeW

Par conséquent, ¢ est applicable sur o sous contrainte y
ssi pour toute a € ‘W, f(a) # L.

La preuve de cette proposition (détaillée dans [8])
consiste essentiellement a détailler tous les cas possibles
selon I’appartenance ou non de a a V(a), a V() et a
V(y) (23 = 8 cas a considérer, donc).

Enfin, la proposition suivante permet de calculer
appl(a, ¢, Y) ol ¢ est un cube primitif mais ol « et y sont
quelconques, en s’appuyant sur des mises sous forme nor-
male disjonctive de « et y et sur la proposition 9.

Proposition 10. Soit o, oy, 02, B, B1,P2 € LP et € ALP.
On a les équivalences suivantes :

appl(ay V oo, ¢, Y) = appl(a, ¢,v) V appl(o, ¢, )
appl(a, ¢, v1 V Y2) = appl(a, ¢, Y1) V appl(e, ¢, v2)

Preuve. On a:

transf(o; V ap, ¢, v) = ((a Vao) > v)) Acp (¢)
= ((u>y) Acp(p) V ((e>y) Acp(¢))
= transf(ay, ¢, y) V transf(oy, ¢, Y)

D’apres (2), on en déduit la premiere équivalence de la
proposition. La deuxieme équivalence se prouve de facon
similaire. [ ]

44 Application d’une
I’exemple

regle d’adaptation sur

On considére le probléme d’adaptation ((x*, y*), x1b1e)

et la formule ¢ de la section 4.1, ainsi que la regle d’adap-
tation R = (¢, C) ou C est choisi arbitrairement. En appli-
quant (15) sur cet exemple, on obtient un p € L% qui est
satisfiable et tel que p = CD A x¢iP1e A yCible gqyec

y“iPle — jBatavia A iMagret A iHuileDOlive

A iJusCitron A iSel A ...

(qui est le résultat attendu sur cet exemple).

4.5 Un algorithme pour le RaPC

Une approche du RaPC utilisée dans le systeme
Taaable [3], notamment, consiste a effectuer une remémo-
ration s’appuyant sur une transformation minimale du pro-
bleéme cible afin qu’il s’apparie exactement avec au moins
un cas source puis a utiliser une « transformation inverse »
sur un cas remémoré pour obtenir une solution.

Dans le cadre de représentation de cet article, pour im-
planter cette approche, les transformations considérées se-
ront celles associées aux régles d’adaptation R = (¢, C) : on
considérera la transformation par la regle R~! = (¢!, C)
(pour garantir un résultat, on pourra ajouter les regles
(a*,C), pour a € V). En supposant que les coits sont
additifs, la remémoration retournera non seulement un (ou
plusieurs) (x°, y*) mais également une séquence de reégles
Ri7L RL L Rq‘1 telle que, avec x9 = CD A xcible
et, pour i € {1,2,...,q}, x* = appl(x'~!,¢;7!, T) (o
R; = (¢:,C;)), avec x* Ay® |E¢p x9. La transformation sera
de cout X7 C;.

Une fois un cas (x%, y*) remémoré avec une séquence de
régles d’adaptation Rl‘l, R, ., Rq‘1 associée, 1’idée
est d’appliquer la séquence inverse de ces regles sur x* A y*®
pour résoudre x°P1e : avec y? tel que x* A y* = x7 A y9,
on calcule successivement y4 - y0 avec, pouri € {q —
1,g—=2,...,0}, x* Ay = appl(x™*! Ay™! @i, x). Avec
y<ible telle que CD A x€iPle A yeible — 30 A y0 on a alors
une proposition de solution de x°*P1¢ adaptée en g étapes
a partir du cas remémoré.

Pour qu’une telle adaptation soit possible, il faut que les
regles d’adaptation R; soient applicables. Cela est garanti



par la proposition suivante, dans le cas o1 x¥ A y*, x¢iPle

et ¢; sont des cubes :

Proposition 11. Soit o et v, deux cubes de (LP, ) et ¢,
un cube de (ALP,F=). Ona:

appl(c, ¢, ¥) T ssi appl(y,e ™, T) Aae L

La preuve de cette proposition (détaillée dans [8])
consiste a reprendre le découpage en 8 cas de la preuve
de la proposition 9.

On montre que x A y' est satisfiable pour tout i €
{0,1,...,q} en partant de la fin :

(i = ¢) Comme, par définition, x4 Ay est équivalente au

cube complet x* Ay® et que les cubes sont satisfiables,
XTI ANyT = L.

(i=g-1) x47" Ay?™" = appl(x? Ay?, ¢4, x97") qui,
d’apres la proposition 11, est satisfiable ssi B est sa-
tisfiable avec p = appl(x?~!, gaq‘l, T)AXx? Ay?. Or,
par définition de x4, B = x4 Ax? Ay? = x9 Ay9 qui
est satisfiable (cf. cas (i = ¢)), donc P est satisfiable
et par conséquent x4~ A y9=1 £ 1.

(i=q-2) x472 A yi17? appl(x4=! A
ya1, Og-1, x?7%) qui, d’aprés la  proposi-
tion 11, est satisfiable ssi P est satisfiable avec
B =appl(x?2, ¢, -1, T)Ax9" Ay9=1. Or, par dé-
finitionde x9~!,p = x4~ ' Ax9 I Ayd~! = x4~ Ayd-!
qui est satisfiable (cf. cas (i = ¢ — 1)), donc P est
satisfiable et par conséquent X972 A y972 £ 1.

(i=0) x°Ay° = appl(x! Ay, ¢1,x°) qui, d’apres la
proposition 11, est satisfiable ssi B est satisfiable avec
B = appl(x’, 1!, T) Ax! Ay!. Or, par définition de
x,p=x' Ax! Ay = x! Ay! qui est satisfiable (cf.
cas (i = 1)), donc B est satisfiable et par conséquent
XOAYO L.

Comme CD/\XCible /\ycible = XO/\YO’ CD/\Xcible /\ycible est
satisfiable : I’adaptation donne bien un résultat cohérent.

Notons enfin que cet algorithme peut étre utilisé pour ré-
soudre un probleme d’adaptation ((x*,y*), x°¥P1¢) (quand
un cas (x%,y*) a déja été choisi). Il suffit pour cela de 1’ap-
pliquer a une base de cas singleton BC = {(x*,y*)}.

4.6 Vers une composition des regles d’adaptation

L’algorithme de la section 4.5 s’appuie sur une séquence
d’applications de regles d’adaptation. La question ouverte
qui est posée ici est le calcul d’une composition de regles
d’adaptation : étant donnés deux telles regles R et R, peut-
on définir une regle R telle que 1’application de R équivaut
a l’application successive de R; et de Ry? A priori, la
composition des formules présentée a la section 3.5 devrait
&tre utile ici, mais nous n’avons pas de réponse définitive a
cette question pour 1’heure.

Un intérét de définir une telle composition de regles serait
dans le post-traitement de I’apprentissage de ces regles. Si
on utilise, par exemple, une extraction de motifs fermés
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fréquents, elle produira souvent un grand nombre de motifs
M interprétables en regles R. S’il était possible de trouver
une famille génératrice minimale pour la composition de
ces regles, cela diminuerait leur nombre (et le temps de
calcul) sans altérer 1’inférence.

5 Discussion et liens avec d’autres travaux

Dans [7], (ALP, E) était comparée avec d’autres forma-
lismes. Cette comparaison est complétée en section 5.1,
sous 1’angle des deux types d’inférences associées aux
regles d’adaptation. La section 5.2 traite plus en détail du
lien entre (ALP, |=) et une logique dynamique.

5.1 Observations et actions

Les mécanismes liés a 1’adaptation par transformation
présentés dans la section 4 peuvent €tre partagés en méca-
nismes d’observations et mécanismes d’actions.

Les mécanismes d’observations apparaissent lors de 1’ ap-
prentissage de connaissances d’adaptation (évoquée dans
la section 2.2) dans laquelle sont observées des variations
entre cas sources.

Etant donné une régle d’adaptation R = (¢,C) et un
probléme d’adaptation ((x*,y*),x°*P1e) I’application de
R sur ((x*,y*),xP1e) peut étre apparentée 2 un méca-
nisme d’action : on crée une hypothése de solution y<iPle
de x¢*P1e partant de (x°,y*). Donc, en assimilant un cas
a un état et une regle d’adaptation a une action, on peut
considérer 1’application d’une régle d’adaptation comme
I’application d’une action sur un état, pour obtenir un nou-
vel état (sachant que ce nouvel état est contraint par x<1P1€),

L application de regles d’adaptation invite donc a se pen-
cher sur les formalismes et inférences relatives aux actions
(voir la synthese [6]). En I’occurrence, les actions considé-
rées sont déterministes : si une action est applicable sur un
état, elle génere un état et un seul. Dans la section suivante,
nous nous intéresserons a une logique dynamique et a ses
liens avec (ALP, E).

Une derniere remarque peut étre faite. On pourrait ima-
giner faire le lien entre les observations et les actions épis-
témiques (également évoquées dans [6]). Cependant, le lien
avec les observations dont il est question ici (observer des
variations entre deux cas) et les actions épistémiques (agir
pour observer et acquérir/modifier des connaissances sur
I’état actuel) ne s’est pas révélé fructueux (ou pas encore).

52 (ALP.E) et DL-PA

La logique DL-PA (dynamic logic of propositional assi-
gnments) est une logique dynamique dont les programmes
atomiques sont des affectations de variables proposition-
nelles, i.e. des expressions +a et —a pour a € V correspon-
dant a une affectation de a par respectivement 1 et O [1].



Les formules de DL-PA sont des variables proposition-
nelles, des formules construites a partir d’autres formules
en utilisant les connecteurs de la logique propositionnelle
et les formules de la forme (7)o ol 7 est un programme et o
est une formule. Les programmes sont soit des programmes
atomiques, soit d’une des formes m; ; mp, 11 U mp, * et
a? (ou m, my et mp sont des programmes et oll o est une
formule).

La sémantique d’une formule « est donnée par un sous-
ensemble M (a) de Q et celle d’un programme 7 par un
sous-ensemble M () de Q X Q = AQ, ce qui suggere
d’étudier les liens entre les programmes de DL-PA et les
formules de (ALP, ). Cette sémantique est définie de
facon habituelle pour les variables propositionnelles et les
formules construites sur les connecteurs, et pour le reste on a
(poura € V,a,une formule, 7, 7| et 7, des programmes) :

M ({m)a) = :I €eQ

il existe J € Q telle que
IJ Ermetd Fa
TEa
et, pour toute b € V \ {a},
I(b)=9(b)
J E-a
et, pour toute b € V \ {a},
I(b)=9(b)
il existe J € Q telle que
Ij|=7T1 etj?(l:nz
M (71 U ) = M (1) UM (72)

M@ ={I1|7 eM(x)}

M(+a) ={1J € AQ

M(—a) =419 € AQ

M(m;nz):{I‘KEAQ

Enfin, 79 [ n* s’il existe une séquence Iy, 1,..., 1,
(p 2 0)telle que Iy = 1, 1, = J et IxIy41 = 7 pour tout
k>0etk <p.

Le ceteris paribus sur des formules de (ALP, ) va
étre utile pour faire le lien de formules de cette logique
vers des programmes de DL-PA. On peut aussi définir une
opération sur les programmes de DL-PA permettant de faire
un lien dans I’autre sens. Cela suppose que I’ensemble des
variables propositionnelles est fini et fixé, contrairement a
I’hypothese d’un ensemble dénombrable de variables qui
est faite dans [1]. On fera donc cette restriction dans la suite
de cette section.

On part de ’observation que le programme +a U —a
(pour a € V) fait ’inverse d’une affectation : méme si
a est affecté a une valeur (0 ou 1) dans I’état de départ,
I’exécution de ce programme fait que a n’a pas d’affection
apres 1’exécution de ce programme. On généralise cela a un
ensemble ‘W = {ai,...,a,} de variables :

désaff({ai,...,ap}) = (+a1 U —ai);...; (+ap U —ap)

Latable 1 donne des égalités entre ensembles de modeles de
certaines formules de (ALP, =) et ensembles de modeles
de certains programmes de DL-PA. On notera que dans
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Poura € V, ¢, 92 € ALP et m; et mp des programmes
de DL-PA tels que M (¢1) = M () et M (¢2) =
M (m7), on ale tableau suivant, dans lequel, pour chaque

ligne, M (¢) = M () :

@ € ALP | = :programme de DL-PA

cp (a®t) +a

cp (a*®) -a
a™! a?; +a ; désaff(‘V \ {a})
a® -a?; —a ; désaff(V \ {a})

+

a -a?; +a ; désaff(‘V \ {a})
a” a?; —a; désaff(‘V \ {a})
P11V @2 mi U
P15 P2 Ty 52
TaBLe 1 — Des correspondances entre formules de

(ALP, E) et programmes de DL-PA.

cette table ne sont pas distingués les opérations sur les
logiques des connecteurs de cette logique : par exemple,
dans 7y ; m2, le ; appartient a la syntaxe de la logique alors
que dans ¢ ; ¢, le ; est un opérateur. Par ailleurs, pour
a € LP (qui est donc un cas particulier de formule de
DL-PA), on a M (a?) = M () ol o est défini dans [7]
comme étant le plongement de o dans (ALP, ) défini
syntaxiquement en remplagant toutes les occurrences de
a € V(o) par a=!. Enfin, pour « € LP, ¢ € ALP et
un programme 7 de DL-PA tel que M (¢) = M (), on a
M ((mya) = G(gp A a®l).

De fagon générale, on peut traduire toute ¢ € ALP enun
programme 7 de DL-PA de fagon a ce que M (¢) = M (7),
comme nous le verrons ci-dessous, du moins sous I’hypo-
these d’un ensemble fini de variables. Notons néanmoins
que la traduction proposée n’est pas efficace et qu’il y a peu
d’espoir d’en trouver une qui le soit puisque la satisfiabilité
dans (ALP, ) est NP-compléte alors que la complexité de
la satisfiabilité dans DL-PA est EXPTIME-difficile (méme
si cette complexité concerne les formules et pas les pro-
grammes, c’est une indication de la complexité relative aux
inférences sur les programmes).

Une preuve simple du fait que ¢ € ALP puisse se tra-
duire en 7 tient au fait que tout sous-ensemble de AQ est
représentable par un programme 7 (sous 1’hypotheése d’un
ensemble fini de variables). Une preuve plus constructive
consiste a associer d’abord a chaque cube complet un pro-
gramme de DL-PA. Soit ¢ un cube complet de (ALP, ) :
¥ =V ey a®@ pour une w € AQ,y. Pour a € V, soit le
programme

a?;+a  siw(a)==1

—a?;—a siw(a)==
g = .

—a?;+a siw(a) =+

a?; —a siw(a) =-



Avec V = {aj,az,...,ap} SOIt T =7y, 5 Mgy 5 ...
On peut montrer alors que M (7) = M (y). De fagon
générale, toute ¢ peut s’écrire comme une disjonction de
cubes complets : ¢ = 1 V2 V...V . En associant
a chaque cube ¥ ; un programme 7, comme ci-dessus, on
peut construire le programme 7 =1y Um U ... U m,. On
aalors M () = UY_, M () = US_, M (yi) = M ().

Il y a donc des liens forts entre (ALP, =) et DL-PA qui
doivent étre étudiés davantage. Il semblerait que (ALP, )
soit davantage utile pour observer des variations (et c’est
pour cela que cette logique a été définie initialement) alors
que DL-PA qui, en quelque sorte, intégre naturellement le
ceteris paribus soit appropriée pour agir avec ces varia-
tions (en considérant 1’application d’une regle d’adaptation
comme I’exécution d’un programme). Ainsi, raisonner avec
des régles d’adaptation pourrait se faire avec (ALP, =)
pour leur apprentissage et avec DL-PA (ou un de ses frag-
ments) pour leur application.

b} ﬂan-

6 Conclusion

Cet article a abordé I’usage de la logique des variations
propositionnelles au raisonnement a partir de cas, en se
penchant sur une premicre problématique : celle de la re-
présentation des regles d’adaptation.

De nombreuses perspectives suivent cette étude, en par-
ticulier celles mentionnées dans [7] et pas traitées dans cet
article et celles qui apparaissent dans ce présent article.
Nous considérerons en particulier I’étude de 1’extension de
la logique des variations propositionnelles a d’autres lo-
giques, en particulier, des logiques avec des variables de
types entier ou réel. Cela suppose de définir un langage de
symboles de variations qui sera nécessairement incomplet :
une logique étant supposée s’appuyer sur un langage dé-
nombrable (du moins, c¢’est une hypotheése que nous consi-
dérons) et ’ensemble des relations binaires sur N étant
indénombrable... Une facon de conduire cette étude passe
par les logiques dynamiques au-dela de DL-PA, en tentant
de résoudre I’équation analogique « Une telle logique des
variations serait a (ALP, =) ce qu’une logique dynamique
serait a DL-PA. »
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